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Einführung

Periodische Wavelets im Eindimensionalen
translationsinvariante Räumemit Verschiebung 2π/N
Wavelets [PT95]
schnelle Algorithmen und de la Vallée Poussin-Mittel [Se98]

Im Mehrdimensionalen
Verschiebungen auf Td = [−π, π)d

aus dem Skalierungsfaktor Jwird eine Skalierungsmatrix J [MS03]
bei festem Faktor (z. B. |det J| = 2) verschiedene Matrizen möglich [LP10]
Richtungspräferenz
Umgang mit „Curse of Dimension“
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Muster
gleichverteilte Punkte auf dem Torus

DasMuster P(M) einer regulären MatrixM ∈ Zd×d
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, 256 Punkte

|P(M)| = |detM| =: m(
P(M),+ mod 1

)
ist eine Gruppe

Teilmuster P(N)
fürM = JN, J,N ∈ Zd×d

etwa im dyadischen Fall |det J| = 2:
JX :=

(
2 0
0 1

)

JY :=
(
1 0
0 2

)
JD :=

(
1 −1
1 1

)
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Translationsinvarianz I

Mit Tyf := f(◦ − 2πy) heißt V ⊂ L2(Td)M-invariant, falls

∀y ∈ P(M) : Tyf ∈ V.

⇒ Raum der Translate V f
M := span{Tyf, y ∈ P(M)} istM-invariant, denn

g ∈ V f
M lässt sich schreiben als

g =
∑

y∈P(M)

ayTyf, ay ∈ C ⇒ Txg =
∑

y∈P(M)

ay−xTyf ∈ V f
M
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Fourier-Transformation

Die Menge G(M) := MP(M) = M[− 1
2 ,

1
2 )

d ∩ Zd heißt erzeugendeMenge.

Die Fourier-Matrix auf P(M):

F(M) :=
1√
m

(
e−2πihTy

)
h∈G(MT),y∈P(M)

∈ Cm×m

h ∈ G(MT) adressiert Zeilen
y ∈ P(M) die Spalten
für G(MT),P(M) je eine feste Anordnung der Elemente
mit a = (ay)y∈P(M) ∈ Cm (sortiert wie die Spalten): DFT auf P(M)

â = (âh)h∈G(MT) =
√
mF(M)a ∈ Cm
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Fourier-Koeffizienten

Fourier-Koeffizienten für f ∈ L2(Td)

ck(f ) := ⟨f, eikT◦⟩ = 1
(2π)d

∫
Td
f(x)e−ikTx dx, k ∈ Zd

⇒ Parsevalsche Gleichung:

⟨f, g⟩ = 1
(2π)d

∫
Td

f(x)g(x)dx =
∑
k∈Zd

ck(f )ck(g)

Gramsche Matrix G =
(
⟨Txf, Tyf⟩

)
x,y∈P(M)

diagonalisierbar mitF(M)

⇒ Tyf, y ∈ P(M) linear unabhängig

⇔ ∀h ∈ G(MT) :
∑
z∈Zd

|ch+MTz(f )|2 > 0
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Translationsinvarianz II
Charakterisierung der Translate in Fourier-Koeffizienten

Schreiben g ∈ V f
M mit ck(Tyf ) = e−2πiyTkck(f ) als

g =
∑

y∈P(M)

ayTyf ⇔ ck(g) =
∑

y∈P(M)

aye−2πikTyck(f ), k ∈ Zd

Zerlegen k = h+MTz, h ∈ G(MT), z ∈ Zd (e−2πizTMy = 1)

⇔ ch+MTz(g) =
∑

y∈P(M)

aye−2πihTych+MTz(f ) = âhch+MTz(f )
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Schnelle Algorithmen I
Zurück zum Tensorprodukt

Smith-Normalform: Zerlegung in ganzzahlige MatrizenM = QERmit
|detQ| = |detR| = 1 und E = diag(ϵ1, . . . , ϵd), ϵj−1|ϵj, j = 2, . . . , d

⇒ Basiswechsel zu Tensorprodukt-Muster P(E)

F(M) = PhFϵ1 ⊗ · · · ⊗ FϵdPy, Fϵ =
(

e−2πihϵ−1g
)ϵ−1

g,h=0

Ph und Py Umsortierung in G(MT) und P(M)

⇒ Row-Column-Algorithmus

⇒ Fourier-Transformation in O(m logm)
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Wavelet-Transformation

Gegeben seien
FaktorisierungM = JN, |det J| = 2

Skalierungsfunktionen ξ, φ ∈ L2(Td), φ ∈ VξM mit

Tyξ, y ∈ P(M) linear unabhängig⇒ dim VξM = m
Txφ, x ∈ P(N) linear unabhängig⇒ dim VφN = m

2

⇒ Es existiert einWavelet ψ, so dass VξM = VφN ⊕ VψN

⇒ Zerlegung der Funktion fM ∈ VξM in fM = fN + gN, fN ∈ VφN , gN ∈ VψN
fN ist eine „gröbere Darstellung“
gN heißt Wavelet-Anteil von fM ⇒ Detail
richtungsselektiv, abhängig von J
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Schnelle Algorithmen II
Beschreibung im Frequenzbereich

Zerlegung in Fourier- und VξM-Koeffizienten: Mit

fM =
∑

y∈P(M)

afM,yTyξ, φ =
∑

y∈P(M)

aφ,yTyξ

gilt für die gesuchte Funktion fN =
∑

x∈P(N)

afN,xTxφ

âfN,k =
1√

|det J|

∑
g∈G(JT)

âφ,k+NTgâfM,k+NTg, k ∈ G(NT)

analog mit ψ ∈ VξM für gN ∈ VψN

⇒Wavelet-Transformation in O(m)
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Konstruktion von Wavelet-Systemen

K(MT) = MT[− 1
2 ,

1
2 ]

d ∩ Zd

Dirichlet-Skalierungsfunktion ck(φM) =
1√
m1K(MT)(k)

⇒ Gibbs-Phänomen
Ränder gesondert betrachten für Orthonormalität

FürM =
(
28 −12
12 4

)
und J = JX ⇒ N =

(
14 −6
12 4

)

ck(φM)

..

k2

.
k1

.
−20

.
20

.

−10

.

10

schematisch
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Konstruktion von Wavelet-Systemen
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2 ,

1
2 ]

d ∩ Zd
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FürM =
(
28 −12
12 4
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Konstruktion von Wavelet-Systemen

K(MT) = MT[− 1
2 ,

1
2 ]

d ∩ Zd

Dirichlet-Skalierungsfunktion φM

⇒ Gibbs-Phänomen
im Zeitbereich: Richtungspräferenz

FürM =
(
28 −12
12 4

)
und J = JX ⇒ N =

(
14 −6
12 4

)

φM
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Konstruktion von Wavelet-Systemen
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Beispiel: Zerlegung und Richtungen

BΞ(R π
12
x)

BΞ(x)

,M2 =
(
256 −444
444 256

)

Box Spline BΞ, Ξ = π
8

(
8 0 −1
0 8 1

)
Samplingpunkte:
2πy, y ∈ P(M),M =

(
512 0
0 512

)
Dirichlet-Wavelets
3 Zerlegunsmöglichkeiten:

..

k2

.
k1

.
−200

.
200

.

−200

.

200

JX

..

k2

.
k1

.
−200

.
200

.

−200

.

200

JY

..

k2

.
k1

.
−200

.
200

.

−200

.

200

JD
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Beispiel: Zerlegung und Richtungen
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6
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(
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)

JX
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Beispiel: Zerlegung und Richtungen

BΞ(R π
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x)

BΞ(Rπ
4
x)

,M2 =
(
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444 256

)

JX

JY JD
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Beispiel: Zerlegung und Richtungen
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,M2 =
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)
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Beispiel: Zerlegung und Richtungen
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Beispiel: Zerlegung und Richtungen
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) JX
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Beispiel: Zerlegung und Lokalität

BΘ(Rπ
3
x)

Box Spline BΘ, Θ = π
8

(
8 0 1 0 −1
0 8 0 1 1

)
um π

3 gedreht
Samplingpunkte: 2πy, y ∈ P(M2),
M2 =

(
256 −444
444 256

)
gleiche Zerlegung wie im letzten
Beispiel
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Beispiel: Zerlegung und Lokalität

BΘ(Rπ
3
x)

Dirichlet-Wavelets
JX

JY JD
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Beispiel: Zerlegung und Lokalität

BΘ(Rπ
3
x)

de la Vallée Poussin-Wavelets
JX

JY JD
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Beispiel: Zerlegung über mehrere Level

BΘ(Rπ
3
x)

Box Spline BΘ, Θ = π
8

(
8 0 1 0 −1
0 8 0 1 1

)
um π

3 gedreht

M3 =
(
254 −444
446 260

)
, M1 =

(
512 0
0 512

)
Zerlegung:M3 = N
bzw. M1 = N′

..

k2

.
k1

.
−200

.
200

.

−200

.

200

.

v

gN ∈

VφN

..

k2

.
k1

.
−200

.
200

.

−200

.

200

.

v

gN′ ∈

Vφ
′

N′
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Beispiel: Zerlegung über mehrere Level

BΘ(Rπ
3
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Box Spline BΘ, Θ = π
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(
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3 gedreht
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Beispiel: Zerlegung über mehrere Level

BΘ(Rπ
3
x)
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Box Spline BΘ, Θ = π
8

(
8 0 1 0 −1
0 8 0 1 1

)
um π

3 gedreht

M3 =
(
254 −444
446 260

)
, M1 =

(
512 0
0 512

)
Zerlegung:M3 = JDJYJYJYJXN
bzw. M1 = JYJ+Y JYJYJXN

′

gN ∈ Wψ
N gN′ ∈ Wψ′

N′
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Zusammenfassung

Muster P(M) verallgemeinern äquidistante Punkte

auf P(M): FFT & schnelle Wavelet-Transformation

Vergleich der Dirichlet- und de la Vallée Poussin-artige Wavelets

Richtungspräferenz bei der Kantendetektion

Mit den de la Vallée Poussin-Wavelets
gute Lokalisationseigenschaften
Scherungsmatrizen möglich, etwa J =

(
1 1
0 2

)
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