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Einleitung
Kardinale Interpolation durch Funktion φ mit äquidistanten Punkten auf

R [Schönberg (1969)]
Strang-Fix-Bedingungen (1973): Reproduktionsgüte von Polynomen
T [Locher (1981), Delvos (1987)]
Rd durch Tensorproduktbildung [Schönberg (1987)]

Für Tensorprodukt-Gitter auf Td

α ≥ 0: Glattheit der abgetasteten Funktion f
Strang-Fix-Bedingungen für trig. Polynome, α = 0 [Pöplau (1995)]
verallgemeinert auf α ≥ 0 [Sprengel (1998)]

Inhalt dieses Vortrags
1 periodische Interpolation auf beliebigen Gittern
2 Richtungsglattheit einer periodischen Funktion f
3 Interpolationsfehler ∥f− LMf ∥

.
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Muster und erzeugende Menge
Sei M ∈ Zd×d eine reguläre Matrix.
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erzeugende Menge
G(MT) := MTP(MT)

= MT[− 1
2 ,

1
2 )

d ∩ Zd
Es gilt

m := |P(M)| = |G(M)| = |detM|(
P(M),+ mod 1

)
ist eine Gruppe

.
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Fourier-Transformation
Fourier-Matrix auf P(M) (feste Anordnung):

F(M) :=
1√
m

(
e−2πihTy

)
h∈G(MT),y∈P(M)

∈ Cm×m

Fourier-Transformation für (Abtast-)Werte a = (ay)y∈P(M) ∈ Cm:

â = (âh)h∈G(MT) :=
√
mF(M)a ∈ Cm

Fourier-Koeffizienten einer Funktion f ∈ L1(Td):

ck(f) :=
1

(2π)d

∫
Td
f(x)e−ikTx dx, k ∈ Zd

Die Fourier-Partialsumme von f ∈ L1(Td)

SM f :=
∑

h∈G(MT)

ch(f)eihT◦

ist ein trigonometrisches Polynome aus der Menge
TM :=

{
f ; f =

∑
h∈G(MT)

âheihT◦, âh ∈ C
}
.

.
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Translationsinvarianter Raum

Der translationsinvariante Raum einer Funktion φ ∈ L1(Td) bzgl. P(M):

Vφ
M :=

{
f ; f =

∑
y∈P(M)

af,yφ(◦ − 2πy), af = (af,y)y∈P(M) ∈ Cm

}

In Fourier-Koeffizienten:

f ∈ Vφ
M genau dann, wenn für alle h ∈ G(MT), z ∈ Zd gilt

ch+MTz(f) =
∑

y∈P(M)

af,ye−2πihTych+MTz(φ ) = âf,hch+MTz(φ ),

wobei âf =
√
mF(M)af.

.
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Funktionenräume anisotroper Glattheit

elliptisches Gewicht σMα (k) :=
(
1+ ∥M∥22∥M−Tk∥22

)α/2
, k ∈ Zd

Für ein q ≥ 1: Raum anisotroper Glattheit

Aα
M, q(Td) :=

{
f ∈ L1(Td) ;

∥∥f ∣∣Aα
M,q
∥∥ < ∞

}
,

mit Norm
∥∥f ∣∣Aα

M,q
∥∥ :=

∥∥{σMα (k)ck(f)}k∈Zd

∣∣ℓq(Zd)
∥∥ definiert.

A0
M,1(T

d) ist die Wiener Algebra A(Td)

Aα
M,q = Aα

Ed,q, denn obige Norm ist äquivalent zu∥∥f ∣∣Aα
Ed,q
∥∥ :=

∥∥{(1+ ∥k∥22)α/2ck(f)}k∈Zd

∣∣ℓq(Zd)
∥∥

aber: Die Normen ermöglichen
unterschiedliche „Bewertung“ der Glattheit von f.

.
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Interpolation
Gegeben: Abtastwerte f (2πy), y ∈ P(M) einer Funktion f
Gesucht: Interpolante LMf ∈ Vφ

M , d.h. mit LMf (2πy) = f(2πy)
Lösung mit Fundamentalinterpolant IM ∈ Vφ

M :

LMf =
∑

y∈P(M)

f(2πy) IM(◦ − 2πy)

.
Lemma..

.

Für φ ∈ A(Td) und M ∈ Zd×d regulär existiert ein IM ∈ Vφ
M gdw.∑

z∈Zd

ch+MTz(φ) ̸= 0, für alle h ∈ G(MT).

Beweis mittels
Fourier-Koeffizienten ck(IM)
Diskrete Fourier-Koeffizienten & Aliasing-Formel

cMk (φ) :=
1
m

∑
y∈P(M)

φ(2πy)e−2πikTy =
∑
z∈Zd

ck+MTz(φ), k ∈ Zd

.
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Strang-Fix-Bedingungen
Charakterisierung der Approximationsgüte von trigonometrischen Polynomen

.
Definition (SFC)
..

.

Für M ∈ Zd×d, λ1(M) > 1, eine Ordnung s > 0, q ≥ 1 und ein α ∈ R+,
erfüllt der IM ∈ L1(Td) die elliptischen Strang-Fix-Bedingungen,
falls eine nichtnegative Folge b = {bz}z∈Zd existiert, so dass

1 |1−mch(IM)| ≤ b0κ−s
M ∥M−Th∥s2,

2 |mch+MTz(IM)| ≤ bzκ−s
M ∥M∥−α

2 ∥M−Th∥s2

für h ∈ G(MT), z ∈ Zd\{0} gilt, wobei

γSF := ∥{σMα (z)bz}z∈Zd |ℓq(Zd)∥ < ∞.

Konditionszahl κM := ∥M∥2∥M−1∥2
„Maß“ f. Approximationsgüte von g ∈ TM

.
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Interpolationsfehler
Einführung & Dreiecksungleichung

f sei in gewisse Richtungen Glatt, d.h. f ∈ Aα
M,q

Fundamentalinterpolant IM ∈ Vφ
M erfülle die SFC der Ordnung s ≥ 0

zu gleichem q, α,M
Gesucht: Abschätzung für den Fehler der Interpolation ∥f− LMf∥ in
einer „passenden“ Norm

Idee: Ist f entlang einer Richtung hinreichend glatt (bzw. „rau“), so werden
für diese Richtung entsprechend weniger (bzw. mehr) Translate benötigt.

Analogon zu der Menge P(M): Menge trig. Polynome TM.

Zur Untersuchung des Fehlers ∥f− LMf∥: Dreiecksungleichung

∥f− LMf∥ ≤ ∥SM f− LM SM f∥+ ∥f− SM f∥+ ∥LM(f− SM f)∥

.
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Interpolationsfehler
Teil I: Trigonometrische Polynome

.
Theorem (B., Prestin, 2014)
..

.

Sei M ∈ Zd×d, λ1(M) > 1, g ∈ TM. Der IM ∈ A(Td) zu φ erfülle die SFC für
s ≥ 0, α > 0 und q ≥ 1. Dann gilt

∥∥g− LMg
∣∣Aα

M,q
∥∥ ≤

(
1

∥M∥2

)s
γSF
∥∥g ∣∣Aα+s

M, q

∥∥.
Beweis über ck(g− LMg) und Anwenden der SFC

Anwendung mit g = SMf und nutzen
∥∥SMf ∣∣Aα+s

M, q

∥∥ ≤
∥∥f ∣∣Aα+s

M, q

∥∥.
∥M∥2 ist die Länge der Hauptachse der Ellipse ∥M−Tx∥2 = 1

ist f entlang dieser Richtung glatt, so ist Norm auf linker Seite klein

.
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Interpolationsfehler
Teil II: Fehler der Fourier-Summen-Approximation

.
Theorem (B., Prestin, 2014)
..

.

Sei M ∈ Zd×d regulär, f ∈ Aµ
M, q(T

d), q ≥ 1 und µ ≥ α ≥ 0. Dann gilt

∥∥f− SM f
∣∣Aα

M,q
∥∥ ≤

(
2

∥M∥2

)µ−α∥∥f ∣∣Aµ
M,q

∥∥.
Beweisidee: Schreiben σMα (k) = σMα−µ(k)σMµ (k)
und schätzen den ersten Term für alle k ∈ Zd\G(MT) ab.

Interpretation der Ellipse vom letzten Theorem gilt auch hier (µ ≥ α)
für den Fourier-Reihenrest f− SMf.

.
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Interpolationsfehler
Teil III: Interpolant des Fourier-Summenfehlers

.
Theorem (B., Prestin, 2014)
..

.

Sei M ∈ Zd×d regulär, f ∈ Aµ
M, q(T

d), q ≥ 1, µ ≥ α ≥ 0, und
µ > d(1− 1/q). Dann gilt

∥∥ LM(f− SM f)
∣∣Aα

M,q
∥∥ ≤ γIPγSm

(
1

∥M∥2

)µ−α∥∥f ∣∣Aµ
M,q

∥∥,
wobei

γIP nur von IM, also von φ

γSm lediglich von q, α und µ

abhängt.

.
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Interpolationsfehler
Gesamtabschätzung

.
Theorem (B., Prestin, 2014)
..

.

Sei M ∈ Zd×d, λ1(M) > 1 und f ∈ Aµ
M,q(T

d), µ ≥ α ≥ 0 mit µ > d(1− 1/q).
Der IM zu φ erfülle die SFC der Ordnung s > 0 für q ≥ 1, α ≥ 0. Dann gilt

∥∥f− LM f
∣∣Aα

M,q
∥∥ ≤ Cρ

(
1

∥M∥2

)ρ∥∥f ∣∣Aµ
M, q

∥∥, wobei ρ := min{s, µ− α},

Cρ :=

{
γSF + 2µ−α + γIPγSm falls ρ = s,
(1+ d)s+α−µγSF + 2µ−α + γIPγSm falls ρ = µ− α.

Für ρ = µ− α analoge Version der ersten Abschätzung notwendig
µ− α „Zusätzliche Glattheit“ von f gegenüber IP-Fehler
SFC-Ordnung s von φ: Saturationsordnung

.
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Periodisierter 3-Richtungs-Box-Spline
2-dimensionaler Box-Spline mit Richtungen
v1 = e1, v2 = e2, v3 = e1 + e2
p1, p2, p3 ∈ N Vielfachheiten der Richtungen im Box-Spline
Stauchen um M−1 und 2π-Periodisierung ergeben BMp :

ck(BMp ) =
1
m

3∏
j=1

(
sincπkTM−1vj)pj

BMp

..
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Periodisierter 3-Richtungs-Box-Spline
2-dimensionaler Box-Spline mit Richtungen
v1 = e1, v2 = e2, v3 = e1 + e2
p1, p2, p3 ∈ N Vielfachheiten der Richtungen im Box-Spline
Stauchen um M−1 und 2π-Periodisierung ergeben BMp :

ck(BMp ) =
1
m

3∏
j=1

(
sincπkTM−1vj)pj

.
Theorem (B., Prestin, 2014)
..

.

Der zu BMp gehörende Fundamentalinterpolant IM existiert.

Sei q ≥ 1, s̃ := min{p1 + p2, p1 + p3, p2 + p3}
und α ≥ 0, so dass s := s̃− α > 2.

Dann erfüllt IM die SFC der Ordnung s.

.
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Zusammenfassung

Auf beliebigen Gittern P(M)

Korrektheit der Interpolation
Strang-Fix-Bedingungen
Richtungen

Hauptachse der Ellipsen ∥M−Tx∥ = c im Frequenzbereich
M−1vj im Zeitbereich

Schranke für den Interpolationsfehler von f ∈ Aα
M,q.

Ausblick
anisotrope Räume dominierender gemischter Glattheit
anisotrope dünne Gitter

.
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